Representacion grafica de funciones

Grafica de una fucion

La grafica de una funcién esta formada por el conjunto de puntos (x, y) para todos los valores
de x pertenecientes al Dominio de la funcion

grafica (f) = {(x, f(x)) / ¥ x €D}

Para representarla calcularemos aquellos puntos o intervalos donde la funcion tiene un
comportamiento especial, que determinaremos mediante el estudio de los siguientes apartados:

1. Dominio de una funcién.

2. Simetria.

3. Periodicidad.

4. Puntos de corte con los ejes.
5. Asintotas.

6. Ramas parabdlicas.

7. Crecimiento y Decrecimiento.
8. Maximos y minimos.

9. Concavidad y convexidad.

10. Puntos de inflexion.

Dominio de una funcion
El dominio de una funcion esta formado por todos los elementos que tienen imagen.
D ={x € B/ 3f (x)}

Calculo del dominio de una funcion

Dominio de la funcion polinémica
El dominio de una funcion polindmica es R
f(x)= x*- 5X + 6 D=R

Dominio de la funcién racional

El dominio es Emenos los valores que anulan al denominador.

2¥—-5
f(x)=
<) W -5%X+ 6
x2 -5x + 6 =0 D=R-{2,3)

Dominio de la funcion radical de indice impar

El dominio es R.

f()=3 -5x% + 6 D=R

b4

0= 5x+6
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Dominio de la funcidn radical de indice par

El dominio esta formado por todos los valores que hacen que el radicando sea mayor o igual
gue cero.

f(x)=+3® -5 + 6

x? - 5% + 620 D = (w0, 2]U[3, )

FO0) = BE -5%+ 6

X+4
x*- 5%+ 620 (o, 2 JU[3, )
x+4=0 X =-4

D = (==, - HU(-4,2]U[3 =)

¥+
f(x)=
) B -5+ 6

¥ -BX+6>0 D = {0, 2)J(3,c0)

X+4
f(x)"\[xz “5%+ 6

>0 D =[-4,2) U (3,w)

Dominio de la funcidn logaritmica

El dominio esta formado por todos los valores que hacen que el radicando sea mayor que cero.

fGO)=log(:Z - 5% + 6)
3% - 5% + 6 >0 D = (e, 2)1J (3, )

Dominio de la funcién exponencial

D=R

Dominio de la funcién seno

D=R.



Dominio de la funcién coseno

D=R

Dominio de la funcién tangente

D= ]R—{(Ek +1).;;kez}

3
D= R_{"'I_gr;r;r"'}

Dominio de la funcion cotangente

D=R-{kn; k e Z}
D=RE-{.,-m0,x...}
Dominio de la funcion secante

D= ]R—{(Ek +1)-%;keﬁ}

T T 3N
D= R_{"'J_Erﬁr?r"'}

Dominio de la funcién cosecante
D =R -{km; Kk € Z}

D=RE-{.,-m0,x...}

Dominio de operaciones con funciones
D(f+g) =D(f - g)=D(f+ g)=D(FIND(g)

D[£]-D(HNDE~(x e R/ 900)-0)

Ejemplo:
F(x) = JH 44
$2 -5x+6
X+42=0 [-4; =)
¥ -5x+ 60 (—0, 2)1J(3, w)

D = (—0,— 4] (3, )



Simetria de una funcién

Simetria respecto del eje de ordenadas

Una funcién f es simétrica respecto del eje de ordenadas si ésta es una funcién par, es decir:
f(-x) = f(x)

Ejemplo:

f(x)=x*-3+4

f(—x)=(x-3(—xF +4 =x*-3x*+4 =130

|

-2 -1 1 2
Simetria respecto al origen

Una funcion f es simétrica respecto al origen si ésta es una
funcion impar, es decir:

f(-x) = -f(x)




Funciones periodicas

Periodicidad de una funcion
Una funcion es periddica cuando:
AT eR/f(x + T) = f(x), ¥xeD
La funcion se repite de T en T, siendo T el periodo.

Ejemplos:

La funcidn f(x) = x — E(x), es periddica de periodo 1.

CLLLLLLLLLEL2L,

24

sen (X + 2w) = sen X

/An B m B o J Vﬂ

q

=

En el caso de la funcién seno T = 2xn

tg(x+m=tgx

En el caso de la funcion tangente T ==

El




Si f es periddica de periodo T, también lo es f(mx +n), y su periodo es T/m.
Ejemplos
Hallar el periodo de las funciones:
1f(x) = sen 2x
"= 2—” =
2
2f(x) = tg (1/2)x

7=2_2x

N =]

3f(x) = E (1/2)x

Puntos de corte con los ejes

Puntos de corte con el eje OX

Para hallar los puntos de corte con el eje de abscisas hacemos y = 0 y resolvemos la ecuacion
resultante.

Ejemplo:

Hallar los puntos de corte con el eje OX de la funcién:
F(x)=x?-x?
x? -x%2=0 x{x*-1)=0
(-1,0) (0,0) (1,0)
Punto de corte con el eje OY

Para hallar el punto de corte con el eje de ordenadas hacemos x = 0 y calculamos el valor de f(0).
Ejemplo:
Hallar el punto de corte con el ejes OY de la funcion:

F(x)=x*—-x*+5

f(0)=0°-0? +5=5 (0,5)



Ejemplo de puntos de corte con los ejes

Hallar los puntos de corte con los ejes de la funcion:

%2 —_3x +2
f _A TOoATE
(=) %% +1

Puntos de corte con el eje OX

2
x——23x+2=D xZ_3x4+2=0
®x°+1
(2,0) (1,0)

Puntos de corte con el eje OY

2 _3.042 _

0
FO) =11 2

(0:2)

Asintotas

Las asintotas son rectas a las cuales la funcion se va acercando indefinidamente. Hay tres tipos:

Asintotas horizontales

La recta y=k es una asintota horizontal si se cumple que:

Ixi_r}rlf(x) =k
O y =Kk
Ll_[n f(x)=k

Una funcién puede tener hasta dos asintotas horizontales, correspondientes a cada uno de los
limites.

Ejemplo:

Calcular las asintotas horizontales de la funcion:

2x% +3
fixy=2%_*+2
(<) xZ -1



Asintotas verticales

La recta x=Kk es una asintota horizontal de la funcion f(x) si se cumple que:

|Jjﬂf(x)=im x =k

Los valores de K hay que buscarlos en los puntos que no pertenecen al dominio de la funcion.
Una funcion puede tener infinitas asintotas verticales (por ejemplo la funcion tangente)

Ejemplo:

Calcular las asintotas horizontales y verticales de la funcion:

?2%2 +3
fix)="" =
?2x% +3
le—}l XZ_]_ = X=—1
?2x% +3
le—}l XZ_]_ = X:_l

Asintotas oblicuas

Una asintota vertical tiene por ecuacion y = mx + n

m:lim@ n=lim[f(x)-mx]

X 3w X X 3w

Solo existen asintotas oblicuas cuando no haya asintotas horizontales.



Una funcién puede tener hasta dos asintotas oblicuas, correspondientes a cada uno de los limites
(+o0y — 00).

Ejemplo

Calcular las asintotas de la funcién:

x2 42
¥ =2

fF(x)=

Asintotas horizontales

. X 42
lim =

X wm W —

No hay asintotas horizontales

Asintotas verticales

im X +2 _ g
x2 X -2
X =27

Asintotas oblicuas

x% 4+2
2
m=|imx—_2zlim‘§—+2=1
X3 w PR N %
2
n=lim X +2—1-x =Iim£=2
xaw| w7 Xm W — 2

V=X+2




Ramas parabdlicas

Las ramas parabdlicas se estudian solo si:
limf{x)=c O limf{x)=c
X X3

Rama parabdlica en la direcciéon del eje OY

Se dice que f tiene una rama parabolica en la direccion del eje OY cuando:

lim 1) _ 4o
P Y

Esto quiere decir que la gréafica se comporta como una parabola de eje vertical.
Ejemplo

Estudiar las ramas parabdlicas de la funcion:

3
*x* +1
f(x)=
X
x¥ 41
3
. ®x*+1
lim—%X =2 ~ " -
X—wm x X

Tiene una rama parabdlica en la direccion del eje OY.

Rama parabdlica en la direccidon del eje OX

Se dice que f tiene una rama parabolica en la direccion del eje OX cuando:

lim £ _g

xatm o

Esto quiere decir que la gréafica se comporta como una parabola de eje horizontal.

10



Ejemplo
Estudiar las ramas parabdlicas de la funcion:

F(x)=x
Nx

lim-—=0

X3m W

Tiene una rama parabdlica en la direccion del eje OX.

Crecimiento y decrecimiento

Crecimiento en un punto

Si f es derivable en a:
f es estrictamente creciente en a si:
f'(@ >0
Decrecimiento en un punto
Si f es derivable en a:
f es estrictamente decreciente en a si:
f'(@) <0
Intervalos de crecimiento y decrecimiento

Para hallar el crecimiento y decrecimiento seguiremos los siguientes pasos:

1. Derivar la funcion.
2. Obtener las raices de la derivada primera, para ello hacemos: f'(x) = 0.

3. Formamos intervalos abiertos con los ceros (raices) de la derivada primera y los puntos de
discontinuidad (si los hubiese)

4. Tomamos un valor de cada intervalo, y hallamos el signo que tiene en la derivada primera.
Si f'(x) > 0 es creciente.

Si f'(x) < 0 es decreciente.

5. Escribimos los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

11



Ejemplo
Calcular los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion:

3

X

O ey

Dominio

(x-1) =0 x=1 D=R-{1)
Fr(x)= x? - 3x? x?-3x? _

(x-1) (x-1)

X (—m,D (D,l) (1,3) (3,:}0)
f'{x) + + - +
Ve Ve Ny Ve
Creciente
(~o0, 0y U {0, 1)U (3,00)
Decreciente
(1,3)

Maximos y minimos

Extremos relativos
Si f es derivable en a, a es un extremo relativo o local si:
1.Sif'(@) =0.
2.Sif"(a) #0.

12



Maximos relativos

Si fy f' son derivables en a, a es un maximo relativo si se cumple:
1.f(@)=0
2.f"(@)<0

Minimos relativos

Si fy f' son derivables en a, a es un minimo relativo si se cumple:
1.f(a)=0
2.f"(@)>0
Calculo de maximos y minimos
Para hallar los extremos locales seguiremos los siguientes pasos:

1. Hallamos la derivada primeray calculamos sus raices.

2. Realizamos la 22 derivada, y calculamos el signo que toman en ella las raices de derivada
primeray si:

f"*(a) < 0 es un maximo relativo

f**(a) > 0 es un minimo relativo

3. Calculamos la imagen (en la funcion) de los extremos relativos.
Ejemplo

Calcular los maximos y minimos de:

f(x) =x>—3x+2

f(x)=3x*-3=0

f'(x) = 6x

f'(—1) = —6 Méximo

f'(1) = 6 Minimo

f-1)=(-1°’-3(-1)+2=4

f1)= (1)*-3(1)+2=0

Maximo(-1, 4) Minimo(-1, 0)

Si ya hemos estudiado el crecimiento y decrecimiento de una funcién habra:
1. Un maximo en el punto, de la funcidn, en la que ésta pasa de creciente a decreciente.

2. Un minimo en el punto, de la funcion, en la que ésta pasa de decreciente a creciente.

13



Ejemplo
Hallar los maximos y minimos de:

3

Ffix)e 2>
CO 1y
(x-1) =0 x =1 D=R-{1)
f'(x)=ﬂ X2 -3x _
(x-1) (x-1)
x =0 Xx=23
x (=0) (0:1) (L3) (3.w)
f'{x) + + - +
A / N A

Tenemos un minimo en x = 3

3
@)= =2/
(3- 1)2 Minimo(3, 27/4)

En x = 1 no hay un maximo porque x = 1 no pertenece al dominio de la funcion.

Concavidad y convexidad

Si fyf son derivables en a, a es:
Concava

Sif'(@)>0
Convexa

Sif'(@) <0

Intervalos de concavidad y convexidad

Para calcular los intervalos la concavidad y convexidad de una funcién seguiremos los siguientes
pasos:

1. Hallamos la derivada segunda y calculamos sus raices.

2. Formamos intervalos abiertos con los ceros (raices) de la derivada segunda y los puntos de
discontinuidad (si los hubiese).

3. Tomamos un valor de cada intervalo, y hallamos el signo que tiene en la derivada segunda.

Si f*(x) > 0 es concava.

Si f'(x) < 0 es convexa.
4. Escribimos los intervalos:

14



Ejemplo

3

£ _ X
o=y
Dominio
(x-1) =0 x=1 D=R-{1)
f,(x)=x3—3x2 x? -3 x?
(17 (x-17
Fr(x) = bx . bx -0
(x —1) (x-1)
x =0
X (—m,D) (D,l) (l,m)
F(x) - + +
(] LW L)
Concava
(0,1)U (1,)
Convexa
(0, 0)

Puntos de inflexion de una funcion

Si fyf son derivables en a, a es un:

15



Punto de inflexion
Sif'=0
yf"#0
Célculo de los puntos de inflexion

Para hallar los puntos de inflexidn, seguiremos los siguientes pasos:
1. Hallamos la derivada segunda y calculamos sus raices.

2. Realizamos la derivada tercera, y calculamos el signo que toman en ella los ceros de
derivada segunda y si:

f''*(X) # 0 Tenemos un punto de inflexion.

3. Calculamos la imagen (en la funcion) del punto de inflexion.
Ejemplo

Hallar los puntos de inflexion de:

f(x) =x>—3x+2

f'(x) =6x6x=0x=0.

f"'(x) = 6 Sera un punto de inflexion.

£(0) = (0)* - 3(0)+2=2
Punto de inflexion: (0, 2)

Si ya hemos estudiado la concavidad y convexidad de una funcion habra:
Puntos de inflexion en los puntos en que ésta pasa de concava a convexa 0 vicecersa.
Ejemplo

Calcular los puntos de inflexion de la funcion:

3

Flx)e —
o=y
Dominio
(x-1) =0 x=1 D=R-{1)
fr(x):XS_BXZ x? —3x? _
(x-1) (x-1)
Fr(x) = 6x . 6x -0
(x—1) (x-1)

16



X (= 0) (01) (L)
ff(x) - + +
M ) L

Tenemos un punto de inflexion en x = 0, ya que la funcion pasa de convexa a concava.

DE
flo)=—5=0
(0-1F  pinto de inflexion 0, 0)

Eijemplo de representacion de una funcion

X

Vamos a representar la funcién  F{x) =
1+x

2

Dominio
1+x*=0 D=E
Simetria
—X
F(-x)=———5 =—F(x)
1+4(—x)

Simetria respecto al origen.
Puntos de corte con los ejes

Punto de corte con OY:

X
1+x° =0 (0.0)

Puntos de corte con el eje OY
(0,0)
Asintotas

Asintota horizontal

. X
lim

e ] px 4

2

No tiene asintotas verticales ni oblicuas.



Crecimiento y decrecimiento

Frix)=L=% 1-x g
(1+x?) (1+x?)
X (=-1)  (-L1) (1,»)
F'(x) - + -
Ny A Ny

Creciente i (-1,1)

Decreciente : (—w,—1) 1 (1,0)

Minimos

Minimo| -1 —1
o

Maximos

. 1
Ma}{lmo(l,ﬁ)

Concavidad y convexidad

2x* —6x 2x% —6x _

fll —
O (1 +><.'Z)3 (1+><2)3

< (o) (F80) ()

F'"(x) - + -

Concava (—ﬁ, D) L (ﬁ, m)

Convexa [—m,—ﬁ) L (D, ﬁ)

Puntos de inflexion
Puntos de inflexion : [—\E,é](ﬂ,ﬂ)

Representacion grafica

*
I

0

®x =+3

(3.5

+
L
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